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INTRODUZIONE 


In questo Seminario esporrò alcuni risultati concernenti la parabolicità di 


una equazione come 
(1) u"(t) + Bu'(t) + Au(t) = f(t) , te Rt , 


in uno spazio di Hilbert complesso X. 

Recentemente sono stati dedicati alla (1) un grande numero di lavori. 

La maggior parte di essi trasforma la (1) in un sistema del primo ordine 
in un opportuno spazio prodotto. Vengono quindi fatte delle ipotesi che 
consentono di provare la parabolicità della nuova equazione. i 

In effetti, se D(A) c D(B), -Ae-B generano semigruppi analitici, la 
parabolicità della (1) non è affatto garantita, come provato, con un 
controesempio, nel lavoro di A. Favini e E. Obrecht [FO]. Richiamo che per 


parabolicità di (1) si intende: 


a) Posto D(P)= D(A)ND(B) , PA)=22+XB+A, PA) e B(X) 


esiste per ogni 


Xe X={ze C;lzl >K, largzi <00}, T/2<00<% 
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b) EsisteM>Qtaleche 
IPA) BOO < MIXI2, IBP(A)1; BOO < M(A)1, 
IAP(A)Y:E BOMYISM, Xe I. 


Vediamo di spiegare le difficoltà che si incontrano riducendo (1), 


mediante u'=v a 
O) s (3]-[ s][Y]+[e0] 


Posto & (u,v) = (-v, Au + Bv), D(@4) = D(A) x D(B), spazio ambiente 
uguale a XxX, @ può non essere chiuso, prima di tutto, e poi può essere 


difficile stabilire, per il risolvente di -U le stime 


A+); B(XxX)II < CIA! , ReA = costante. 


Si tenta allora di trasformare la (2) in un equazione equivalente parabolica, 


mediante un opportuno cambiamento di variabili. Per esempio, 


[o ][v] Gb], 
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dove si suppone, senza perdere molta generalità, B invertibile. Allora 


l Ed cadi | + Lasa We ) Re ] h [#00 ] 


Se assumiamo AB-!1 piccolo rispetto a B, l'operatore che conta in (3) è 


solo 


triangolare superiore. Il suo opposto genera un semigruppo analitico in XxX 
se -AB-! e -B sono generatori di analoghi semigruppi in X. 


E' poi chiaro che se (x,y) risolve (3), allora la (u,v) legata ad (x,y) delle 


S2 


relazioni precedenti, soddisfa la (2). 


Riassumendo: 


Teorema 1. Sia X uno spazio di Banach e siano A,B operatori 


lineari chiusi in X (a dominio anche non denso) tali che 


(a) -B genera un semigruppo analitico e 0 € p (B), 

(b)  -AB-1 genera un semigruppo analitico, 

(c)  D(B2)c D(A) e de>0 tale che 
IAB-1(A+B)1; BAI > 0 


per IM —> +c0, uniformemente in larg AM <n/2+£. 


Allora -Clo genera un semigruppo analitico in XxX, essendo o = KUK-, 
B_ 1 
K-[0 1) 


Il Teorema 1 è, sostanzialmente, il risultato di S.Ya. Yakubov [Y]. Vedi 
anche la monografia [K]. 

Nel Teorema 4.1 di [FO] viene provato che sotto le ipotesi (a), 

(b), (c) il fascio operatoriale P(A) = 22 + AB + A è in effetti parabolico 


secondo la definizione accennata. 


SI 


Una condizione sufficiente ad assicurare la validità della ipotesi 
(b) nel Teorema 1, che è chiaramente una condizione "ostica" anche se 


cruciale, è la seguente, fornita in [FO]. 


Teorema 2. La X è uno spazio di Hilbert e A,B sono due operatori 


autoaggiunti positivi in X, tali che 
(a) AeB commutano 
(b) D(B)c D(A%) perun ae (1/2,1), 


allora P(X)=2 +B + A è parabolico. 


Tale risultato può essere visto come una rifinitura di una affermazione di 


R. Triggiani e S. Chen [CT], secondo cui 


Teorema 3. Se A,B sono due operatori autoaggiunti positivi in uno 


spazio di Hilbert complesso X, tali che 


PiIA*<SB<p2A%, O<P1<P2, 
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NS) Len 
IA 
[o 
A 
(Lr 


allora la chiusura di - è il generatore di un semigruppo analitico in 


D(A12)xX. 


La prima parte di questo Seminario sarà dedicata a togliere la restrizione 
(a) sulla commutatività dei due operatori autoaggiunti A e B, mostrando che 
se 1/2< a < 2/3 e D(A) = D(B!0,, allora è possibile estendere A e B ad 
operatori A , B definiti in uno spazio di extrapolazione Y, contenente X, in 


cui il fascio 
(4) X+1B +4 


è parabolico. 
Nella seconda parte mostriamo che se i dati up,u] € X sono opportuni e 
fe L2(0,T;D(B8)), per valori di B > 0 dipendenti da @, allora la soluzione 


stretta u in L2(0,T; Y) del problema 


O) (arianna OStST, 
u(0)=uo, u'(0)=u1 


55 
è in effetti soluzione di (1), poiché Au(-), Bu'(‘) e L2(0,T;X). 


Descrizione completa dei risultati si trova nel lavoro [F]. 


1. Parabolicità in spazi di extrapolazione 


Sia X uno spazio di Hilbert, con prodotto interno <,>, e siano A,B due 
operatori lineari autoaggiunti e positivi con X, tali che D(A)=D(BU/0), 1/2 < 
oc <1. 

E' ben noto [T, p. 103] che lo spazio di interpolazione complessa 
[X; D(A)]a coincide con D(A%) e anche con D(B). Poiché BA-© e A©R-1 
sono operatori limitati, tali sono anche i loro aggiunti. 


Segue facilmente che c'è una costante positiva K > 0 tale che 


IA-“Bu;XII = HA-©Bull < KIlull , ue D(B), 
IB-1A ul <Kllull, ue D(A©) = D(B). 


Ciò vale anche sostituendo A® e B con A? e B!/2, rispettivamente. Se ne 


deduce 
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Lemma 1. Se A,B sono operatori autoaggiunti positivi in X, D(A) = 


=D(Bl/0), 1/2<0< 1, allora 3 C1, C2>0 tali che 


CullA-%ull < IB-lull < C2 IA-“ull, ue X, 
CillA-%/2ull <IB-1/2ull < C2 HA-“2ull, ue X. 


Lo spazio di extrapolazione Y viene introdotto come 


Definizione. Se X è uno spazio di Hilbert, Y è il suo completamento 


rispetto alla norma 


lul+ = IB-1/2ull, ue X. 


XA, B denotano le chiusure di A e B, rispettivamente. 

Faccio presente che la definizione data sopra è solo un caso particolare 
della situazione considerata in vari lavori da H. AMANN. Si veda, per 
esempio, [A]; allora X può essere uno spazio di Banach e -B è il generatore di 
un semigruppo (analitico o anche solo di classe Co), € lull: = 1B-Bull, 


B>0, ue X. 


Nel lavoro [A], viene provato 
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Lemma 2. -A e -B sono generatori di semigruppi analitici in Y se 


tali sono -A e -B in X. 


In virtù del Teorema 1, per mostrare che il fascio (4) è parabolico in 


Y, basterà provare allora due cose: 


DD -AB- genera un semigruppo analitico in Y: 
IO IABU1A+B)1; DVI < CIA, 1A > costante, Xe p(-B). 


essendo Y una costane positiva. 
L'affermazione I) risulterà vera sotto una ulteriore condizione su a. 


Vale, infatti, 


Teorema 4. Supponiamo A,B autoaggiunti positivi, D(A) = 


D(B!/0), con 1/2< a <2/3. 


Allora -K B -! genera un semigruppo analitico in Y. 


Cenno della dimostrazione 
Sia (AB-1+X)x =fe X, ReX>0, x e X. 
Prendendo il prodotto interno con x nello spazio Y, dalla 
XMIB-12xIl + < B-12 AB-1x, B-I2x> = < B-1/2£,B-12x > 
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si deduce che esiste C > 0 tale che 


CIN lixIl* <II( + AB-1)xIlx , ReA 20, x e D(AB1) 


Quindi la chiusura di -AB-1 , AB-1, genera un semigruppo analitico in Y. 

Ma A B-1 è una estensione chiusa di AB-!. Pertanto, A + AB-! ha 
anch'essa immagine Y. 

Resta da mostrare l'iniettività di A + AB-1 - 


Ora, è noto che 


D(B )=D(B!2) e 
D(A ) = D(A1-0/2), [vedi [A]] 


e quindi, per il teorema di interpolazione richiamato prima, 

D(A ) = [X, D(B!/0)](2-0)/2 = D(B(2-#20) 
Poiché B-1 è un isomorfismo di D(B ) = D(B!/2) su D( B2) = D(B?2) (si vede 
facilmente), per interpolazione, si trova 


D(A B-1) = [D(B!/2)* , DB!2)](1-0)/0 


Per ottenere ciò, si sfrutta anche la uguaglianza 
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Y=D(B12)*. 


Ma, essendo X = [D(B!/2)* , D(BI/2)]p2, 
D(A B-1) è contenuto in X se e solo se (1-0) /a > 1/2, cioè, proprio a < 2/3. 
Sia, dunque, 1/2 <a <2/3 e (A+AB-1x =0. Posto B-lx = y, 
allora 
ye D(A)=D(B-0)20) e 
A=By+Ay=0 
Ma (2-0)/2a-1 = (2-30)/2a > 0 e quindi y e D(B). Ne segue che 
XBy + Ay=0 
eAy=ABy e X. Così y e D(A) e (AB + A)y =0. 
Se ne deduce y=0=x. 


Poiché il dominio di AB-! è denso in Y, l'affermazione è completamente 
dimostrata.# 

Resta da mostrare II). Infatti, si ha 

Teorema 5. Nelle ipotesi del Teorema 4, 


NABI10 + B)1; SMI <cIAA-20)/0, 1 > costante, Xe p(-B). 


Dimostrazione. Sia x e X; poiché D(B2) c D(A), 


IAB-10+B)1xIl+ = IAB-1(A+B)xIlx = 
IB-1/2 AB-12+B)-1 B-1/2xIl. 


In base al Lemma 1, 
IAB-1(AB)-1xIls < CIA1-%2 B-1/2(X + B)1 B-12 xIl ; 
poiché D(A!-9/2) = D(B(2-0)/2a) , e (2-0)/2a-1/2 = (1-0)/a 
IAB-10+B)-lxlla < C'IB(1-0/0 (1+B)1 B-1/2xIl . 
Per la proprietà di interpolazione, 


IA+B)1; (X,D(B01-20/0)I < C"AI(1-20)/0 ; 


Essendo X denso con Y, la stima II) è ottenuta. # 


Segue 


Teorema 6. Nelle ipotesi del Teorema 4 il fascio X12+XB + A_ è 


parabolico in Y. 


Si possono allora applicare i risultati su esistenza, unicità e regolarità 


delle soluzioni del problema (5), ottenuti da E. Obrecht in [C 1,2], oppure, 


61 


sfruttando il Teorema 1, utilizzare la teoria dei semigruppi analitici, . 
regolarità massimale, e così via. 

Notiamo che molto recentemente, V. Vespri [V] ha studiato la 
generazione di semigruppi analitici in H-9:P(Q), me N, l<p<+0, per 
operatori variazionali ellittici di ordine 2m sotto condizioni di limiti di tipo 


Dirichlet. 


Osservazione. Se A e B sono autoaggiunti positivi, commutano e 
D(B) = D(A©), 1/2 << 1, allora D(A) = D(B/0). 

Infatti, per la commutatività, i domini D(A®B) e D(BA©) coincidono e 
A©%Bx = BA©, x e D(A©B). 
Ma se ue D(B?), B2u= B(Bu) = BA-©(A®Bu) = BA-%BA%). 
Così u e D(A20) e B?2u = (BA-®)2A20y. Scambiando B con A si ottiene 
D(B?) = D(A20). Per interpolazione, 

[D(A©),D(A20)]g = D(A©(1+8)) = [D(B),D(B?)]g = D(B1+9), 
0 e (0,1). Sia 06 = 1/a-1 (Qui è essenziale l'ipotesi 1/2 < a. < 1) come deve 
essere! Allora D(A) = D(B1/0). 

Per tali A e B si può applicare, così, il Teorema 6, per 1/2 < a < 2/3. 
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2. Soluzione del problema di Cauchy originale 


Quello che si è ottenuto consente di trattare, o direttamente 0 mediante 
riduzioni al primo ordine, il problema di Cauchy (5). 

Nel caso in cui f e L2(0,T ; D(B!/2)*) e uo,u1 appartengono a certi 
spazi di tracce, un noto risultato di [DPG] fornisce una soluzione stretta, con 
regolarità massimale, nello stesso spazio. 

Cosa si può dire se f e L2 (0,T;X)? Possiamo aspettarci che la 
soluzinoe fi di (5) sia effettivamente una soluzione di (1)? 

Vediamo di analizzare un po' la questione. 

Trasformiamo, prima di tutto, (5) in un problema come (3), con A,B 


sostituiti da A_e B , rispettivamente. 


Si ottiene 
(6) { z'()=-Uz()+T(0), oStST 
z(0) = Zo; 


con 


0=[ 3 | P@= DEL PEM] ray DE!) 
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a; a. -1 


x 
KR BA DI | | y | F(1)= (f(0)),f(1) 


“< 
lu 
Il 


Zo = (u1 + Buo,u1) , 1/2<a <2/3, 


spazio ambiente YxY. 
Poiché -&{ genera un semigruppo analitico, possiamo applicare il 


Teorema di regolarità massimale spaziale di [DPG], secondo il quale, se 


zo € D.& (0+1/2;2)e Te L2(0,T,D. q (0,2)),0<0<1, allora il problema 
(6) ha una unica soluzione stretta, nel senso che 


z', Aze L2(0,T;D. &(0,2)). 


D. & (0;2) = [YxY , D( Ci)]g coincide, in forza del Teorema di interazione 


per il metodo di interpolazione complesso e della definizione di D( ), con 


[D(B!2)*, D(BY2)](1. mela x [D(B!2)*, D(B!2)]g. 


Se 1/22<9<1, 
D. & (0+1/2;2) = 
{z e D( @);Uze [D(B!/2)*,D(B V2)] (1-a)(-1/2Y/0 x[Y,Y*]o_1,2} 
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o 
Scegliamo 0 = 
2(1-0 


N (> 1/2). Allora 


D_&(0,2) = XxD(B®), @ = (20-1)/(2-20) 
DY*1-96172) = YI 141/02 2 X 
[Y,Y*]0-12= [Y.Y*]@a-1/(2-20) 2 X, 


proprio perché a < 2/3. 


Pertanto, vale il 

Teorema 7. Sotto le assunzioni del Teorema 4, se uo € D(A), 
u; e D(B) e fe L2 (0,T;D(B®)), © = (2a-1)/(2-20), allora la soluzione 
stretta ù di (5) ha la regolarità 


u" e L2(0,T:Z), Au e L2(0,T;X), Au + Bu' e L2(0,T;Z), 


dove Z=D(B9),0= (30-1)/(2-20). 


Inparticolare ù = u soddisfa (1), con 
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u(i) e D(A), u'(1) e D(B) e u", Bu', Au e L2(0,T;X). 


Per vedere cosa succede nel caso 0 = 1/2, cioè se si assume che 
fe L2(0,T;X), poiché può essere difficile tradurre i risultati di E. Di Blasio 
[D, p. 84] a questo proposito, ci limitiamo ad osservare che se zo e D( C2)e 
Te L2(0,T;D. © (1/2;2)), allora la corrispondente soluzione stretta z di (6) 


soddisfa ancora 


z', Aze L2(0,T;D.& (1/2;2)). 


Leggendo che cosa significhino queste condizioni nel nostro caso, otteniamo 


Teorema 8. Sia fe L2(0,T;X), uo € D(A2-3/20), ur e D(B), 
Auo + Bu] e D(B!/2). 
Allora la soluzione stretta îi del problema (5) ha la regolarità 


ue H2(0,T;X), u(t) e D(A3/2-0), u'(1) e D(B1/Ca)), 


Esempio. Siano H,K due operatori autoaggiunti positivi in X, con 
D(H) = D(K) e D(H2) = D(K2). 
Sia K? = Besia A = KHK; tutte le nostre condizioni sono allora 


soddisfatte, con @ = 2/3. 
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Ad esempio, X = L2(0,1), 


D(K) = H2(0,1) N AL 0,1) , Ku=-u", ue D(K), 


D(H) = D(K), (Hu) (x) = -(a(x)u'x))' , u e D(H), 


deve a è una funzione positiva in [0,1], sufficientemente regolare, con a'(0) = 


a'(1)=0. 
L'ipotesi su a(x) assicura che D(K2) = D(H?). 
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